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Kwantowa teoria gier 
w podejmowaniu decyzji



Motywacje

• Optymalizacja decyzji podejmowanych w 

warunkach konkurencji

• Zabezpieczenie przed manipulacją 

wynikiem gry

• Poszukiwanie nowego typu strategii graczy, 

innych niż strategie czyste, mieszane czy 

skorelowane rozkłady prawdopodobieństwa

• Demitologizacja gier kwantowych



Plan

• Optymalizacja wyników przez równowagi 

skorelowane Aumanna

• Gry kwantowe w schemacie EWL

• Pareto-optymalność kwantowych strategii 

mieszanych

• Symulacje IBM Q gry kwantowej 

„bezmyślny kierowca”



We consider two player games

𝐺 = 𝑁, 𝑆𝑋 𝑋𝜖𝑁, 𝑃𝑋 𝑋𝜖𝑁

where:

𝑁 = 𝐴, 𝐵 is the set of players

𝑆𝐴 = 𝐴0, 𝐴1 , 𝑆𝐵 = 𝐵0, 𝐵1 are possible pure strategies

𝑃𝑋: 𝑆𝐴 × 𝑆𝐵 → 𝑣𝑖𝑗
𝑋 𝜖 ℝ 𝑖, 𝑗 = 0,1}, 𝑋 = 𝐴, 𝐵, are payoff functions, 

represented by the game bimatrix

𝑣00
𝐴 , 𝑣00

𝐵 𝑣01
𝐴 , 𝑣01

𝐵

𝑣10
𝐴 , 𝑣10

𝐵 𝑣11
𝐴 , 𝑣11

𝐵

Let

Δ 𝑆𝐴 × 𝑆𝐵 = σ𝑖,𝑗=0,1 𝜎𝑖𝑗𝐴𝑖𝐵𝑗 𝜎𝑖𝑗 ≥ 0,σ𝑖,𝑗=0,1𝜎𝑖𝑗 = 1

be the set of probability distributions over 𝑆𝐴 × 𝑆𝐵

Games and probability distributions



Probability distribution 𝜎𝑖𝑗 𝑖,𝑗=0,1
over set of strategies

(𝐴𝑖 , 𝐵𝑗)𝑖,𝑗=0,1 of the game 𝐺 is a correlated equilibrium iff

σ𝑗=0,1 𝜎𝑖𝑗 𝑣𝑖𝑗
𝐴 ≥ σ𝑗=0,1 𝜎𝑖𝑗 𝑣−𝑖𝑗

𝐴 and  σ𝑗=0,1 𝜎𝑗𝑖 𝑣𝑗𝑖
𝐵 ≥ σ𝑗=0,1 𝜎𝑗𝑖 𝑣𝑗(−𝑖)

𝐵

where −𝑖 ≠ 𝑖 is the index of the remaining strategy.

Correlated equilibria
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A 𝐵0 𝐵1

𝐴0 (0, 0) (0, 1)

𝐴1 1, 0 (−10,−10)

chicken 2 Player B

P
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A 𝐵0 𝐵1

𝐴0 (4, 4) (1, 5)

𝐴1 5, 1 (0, 0)

NE

NE

CE

CE

Efficiency of selected classical games

𝜎𝐶𝐸 =
0 Τ1 2
Τ1 2 0

𝜎𝐶𝐸 =
Τ1 3 Τ1 3
Τ1 3 0

𝜎00 ≤ 𝜎01, 𝜎00 ≤ 𝜎10
𝜎11 ≤ 𝜎01, 𝜎11 ≤ 𝜎10

𝜎00 ≤ 10𝜎01, 𝜎00 ≤ 10𝜎10
10𝜎11 ≤ 𝜎01, 10𝜎11 ≤ 𝜎10



Efficiency of selected classical games
prisoner’s

dilemma
Bob

𝐵0 𝐵1
A

lic
e 𝐴0 (3, 3) (0, 5)

𝐴1 5, 0 (1, 1)

battle of the 

sexes
Bob

𝐵0 𝐵1

A
lic

e 𝐴0 (3, 2) (1, 1)

𝐴1 0, 0 (2, 3)

NE

NE

NE

NE

ΔS𝐴 × ΔS𝐵

Δ 𝑆𝐴 × 𝑆𝐵

CE

CE 𝜎𝐶𝐸 =
Τ1 2 0
0 Τ1 2

𝜎𝐶𝐸 =
0 0
0 1

3𝜎00 ≥ 𝜎01, 𝜎00 ≥ 3𝜎10
3𝜎11 ≥ 𝜎01, 𝜎11 ≥ 3𝜎10

𝜎00 = 𝜎01 = 𝜎10 = 0
𝜎11 = 1



The Eisert-Wilkens-Lewenstein quantum game is based on the scheme:

where: ۧȁ00 is the initial state

መ𝐽 =
1

2
( መ𝐼 + 𝑖𝜎𝑥⨂𝜎𝑥), 𝐽

† are the entangling, disentangling operators,

෡𝑈𝑋 𝜃𝑋, 𝛼𝑋, 𝛽𝑋 =
𝑒𝑖𝛼𝑋 cos

𝜃𝑋

2
𝑖𝑒𝑖𝛽𝑋 sin

𝜃𝑋

2

𝑖𝑒−𝑖𝛽𝑋 sin
𝜃𝑋

2
𝑒−𝑖𝛼𝑋 cos

𝜃𝑋

2

, 𝑋 = 𝐴, 𝐵, 

EWL Quantum Game

඀ቚ𝜓𝑓 = σ𝑖,𝑗=0,1𝑝𝑖𝑗 ۧȁ𝑖𝑗 , is the final state defining the game payoffs



Π𝑋: 𝑆𝑈(2) × 𝑆𝑈(2) → ℝ are payoff functions defined by: 

Π𝑋 ෡𝑈𝐴, ෡𝑈𝐵 , 𝛾 = σ𝑘,𝑙=0
1 𝑣𝑘,𝑙

𝑋 Ψ𝑘,𝑙(𝛾) 𝑈𝐴⨂𝑈𝐵 Ψ(𝛾)
2
, 𝑋 = 𝐴, 𝐵

ൿȁΨ𝑘,𝑙(𝛾) = 𝐶𝑘⨂𝐶𝑙 ۧȁΨ(𝛾)

In case of a fully quantum case 𝛾 = 𝜋/2 :

Π𝑋 ෡𝑈𝐴, ෡𝑈𝐵 = σ𝑘,𝑙=0,1 ȁ𝑝𝑘𝑙ȁ
2 𝑣𝑘𝑙

𝑋 ,   𝑋 = 𝐴, 𝐵, 

where:

Quantum game payoffs

 1 

|𝑝00|
2 = cos

𝜃𝐴
2
cos

𝜃𝐵
2
cos(𝛼𝐴 + 𝛼𝐵) + sin

𝜃𝐴
2
sin

𝜃𝐵
2
sin(𝛽𝐴 + 𝛽𝐵), 

|𝑝01|
2 = cos

𝜃𝐴
2
sin

𝜃𝐵
2
cos(𝛼𝐴 − 𝛽𝐵)+ sin

𝜃𝐴
2
cos

𝜃𝐵
2
sin(𝛼𝐵 − 𝛽𝐴), 

|𝑝10|
2 = cos

𝜃𝐴
2
sin

𝜃𝐵
2
sin(𝛼𝐴 − 𝛽𝐵)+ sin

𝜃𝐴
2
cos

𝜃𝐵
2
cos(𝛼𝐵 − 𝛽𝐴), 

|𝑝11|
2 = cos

𝜃𝐴
2
cos

𝜃𝐵
2
sin(𝛼𝐴 + 𝛼𝐵) − sin

𝜃𝐴
2
sin

𝜃𝐵
2
cos(𝛽𝐴 + 𝛽𝐵). 



EWL with Frąckiewicz-Pykacz

parameterization

Let us restrict the set of quantum strategies to 

෡𝑈𝑋 𝜃𝑋, 𝜙𝑋 =
𝑒−𝑖𝜙𝑋 cos

𝜃𝑋
2

−𝑒−𝑖𝜙𝑋 sin
𝜃𝑋
2

𝑒𝑖𝜙𝑋 sin
𝜃𝑋
2

𝑒𝑖𝜙𝑋 cos
𝜃𝑋
2

෢𝑃0 = ෡𝑈 0,0 =
1 0
0 1

,

෡𝑃𝑥 = ෡𝑈 𝜋,
𝟑𝜋

𝟐
=

0 −𝑖
−𝑖 0

,

෢𝑃𝑦 = ෡𝑈 𝜋, 0 =
0 −1
1 0

,

෡𝑃𝑧 = ෡𝑈 0,
𝟑𝜋

𝟐
=

𝑖 0
0 −𝑖

.

• In this parameterization, there are additional Nash equilibria in pure

strategies

• F-P parametrization is invariant with respect to strongly isomorphic

transformation of input games



chicken Driver B
D

ri
v
e
r 

A 𝐵0 𝐵1

𝐴0 (0, 0) (0, 1)

𝐴1 1, 0 (−10,−10)

chicken 2 Player B

P
la

y
e
r 

A 𝐵0 𝐵1

𝐴0 (4, 4) (1, 5)
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QME
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2
0,0
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Quantum Mediated Equilibria

Sz
o

p
a,

 M
. E

ff
ic

ie
n

cy
 o

f
C

la
ss

ic
al

 a
n

d
 Q

u
an

tu
m

 G
am

es
Eq

u
ili

b
ri

a.
 E

n
tr

o
p

y 
2
0
2
1

, 2
3

, 5
0

6
.



Quantum Mediated Equilibria
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dilemma
Bob

𝐵0 𝐵1

A
lic

e 𝐴0 (3, 3) (0, 5)

𝐴1 5, 0 (1, 1)

battle of the 

sexes
Bob

𝐵0 𝐵1

A
lic

e 𝐴0 (3, 2) (1, 1)

𝐴1 0, 0 (2, 3)

NE

NE

NE

NE

ΔS𝐴 × ΔS𝐵

Δ 𝑆𝐴 × 𝑆𝐵

CE

CE

QME

𝜎𝐴 =
1

2
0,0

1

2
, 𝜎𝐵 = (0,

1

2
,
1

2
, 0) 𝜎𝐴 = 𝜎𝐵 =

1
2 0,0

1
2

QME

Sz
o

p
a,

 M
. E

ff
ic

ie
n

cy
 o

f
C

la
ss

ic
al

 a
n

d
 Q

u
an

tu
m

 G
am

es
Eq

u
ili

b
ri

a.
 E

n
tr

o
p

y 
2
0
2
1

, 2
3

, 5
0

6
.



Quantum Computer
https://quantum-computing.ibm.com/



Quantum absentminded driver 

on IBM-Q
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1. Skorelowane równowagi znacznie poprawiają 

paretoefektywność równowag Nasha ale 

wymagają urządzenia korelującego, które może 

być zmanipulowane

2. Gry kwantowe umożliwiają stosowanie strategii 

niedostępne dla gier klasycznych 

3. Równowagi Nasha gier kwantowych są bliskie 

paretoefektywności równowag skorelowanych

4. Gry kwantowe uniemożliwiają manipulowanie 

wynikami

Wnioski


